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Module : Analyse 3 
Filiere SMP 

Serie //4 

-L_ LZ ^ ^ tcrm ' ncr * e cciUre et le rayon dc convergcnce dcs serics 

suivantes : 



a 






• /> ) 1 )(- - 3 + 2/)”, 



<■> e: 



(-d” 

1 2/j! “ 



,2n 



2)si R est le rayon de convergence de la serie a „z n \ 
dcterminer le rayon de convergence de la serie Y"* n 

^n= O ' 7 ~ * 

Exercice II. Determiner la serie de Laurent de centre O des fonclions 



/^2 



suivantes : 
-1 



i 



a) /(z) = - f 2z + 3 - ; 

. - — 3 z -f 2 

b) 1 ro,= I ; 

c) z J cosh(-|-) Zij = 0. 



Exercice 111. Determiner les points singuifers des fonctions suivantes 

et leurs residus. 

a) . b) 4±1 ; c) . 

(z) z - I cos(z) 

ExerciceIV. En utilisant les residus, calculer les inte«rales 



a) f 



r 



sin(^z) 

z 4 

cosh(z) 



suivantes : 
C : |z - /I = 2; 



C' 

c) — L" 4z -f 6z 2 . / 1 , m 3 

’ l (i ! + |)(2-r)’ C ' 1 l_ T' 

Exercice V. Determiner le dcveloppement cn serie dc Fottrier 



de la fonction periodique: 

- 1 - 2 < a- < 0 

I O < x <2. 

L : n deduire la somme dc la serie I 



./(■v) * 



-i + .L 
3 5 



L + ± 

7 9 
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Module Analyse 3 




| 2 Efei 

s^SSr 1 ^ ^ D ' term[ " er ' a S " ie de LaUrent de “*™ 0 «h» fonclions 

a).flz) = -z2z+2_ 
z 2 - 3z + 2 ' 

a ) On aj\z) = -yr~j — L_ de p, us 



d) L- = 

z 7 1 

(3) — L- = 
2-2 



I 



V 

2 — 7 



- E^o^s'id < i, (2) — L_ = 

.• z - i 



L 00 



yico , 

0 z n+\ 



si | 2 | > I. 



„^z»si|z|< 2 ,(4)--L = . E:o ^ si)z|>2 



e: 



Donc si \z\ < 1,(1) et (3) sont verifies : j{z) ~ Y 1 " 5 7 n , y 

A^j (2) zt(3) sont verifies : j{z) ""° ^ 



L 2" 



_L 

=0 



+ yrr)^- 



— 7 H 1 i | 

n = 0 2^* ^ 2 "* ~4~^ +< 



I 

* M““U 2 m ww ^ ri 2 ’ 4 *^ ■♦•••• — ' 

■«' •*!, > 2 ' (?) et W “"t virifies : J{ z ) L 



• • « • 



E 00 _J y 

(M) ,"+i ' ' 



= -V 00 (J±2E) = _2_ 3 

2-», 7= o V ' .» + i / 1 \ . . 

*■ 7 *• 

4* 



^M) n +\ 

b ) t *o = 1 ; 

Z = 2 - I, 

2- = 777 = |Z| < i = y? 

2 " = £”() H)"( 1 -z)”, jz 1 | < I 

1 _ l _ v^°° (~~ 1 ) ,f 



Z 00 

n=>0 yn + 1 ’ 

(-d» 



I + z 

-L — y ro 

2 Z_i n = o ('i _vi+l 



|z|> I 



(I -2) 



! 2 ~ 1 I > I 



c)2 3 cosh(4-) =Z“ 



'n*0 C O .»\ t_2n-3 ^ + ^2 + 



( 2 «)! 2 - 



~ 4* 



(4) 12 ’ (6)!2 3 + ’ * ~ °°- 

Exercice III. Determiner les points singuliers des fonctions suivantes 

et leurs residus. 



cos( 2 ) 



= y« . (-T _2 

^—>n- 



( z )6 ^n-0 2/d Z ' 

2 = 0; residus= 0. 

; b) z2 + 1 



2 4 - I 



Les nombres complexes 2 - ±/ sont des singularis apparentes 011 de fausses singularis, 

'Wprf f> = 0 

Les nombres complexes 2 = ±1 sont des singularis isolds et sont des poles simpi, j 

^i(Vt) = 1 , 2?z-i(4Jl!) = _± 

z 4 - I 2 1 v z 4 _ | ' 2 
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z„ - ( 2 n -i- I)™ j) 6 le simplc 



Residus-^lim.,*, — - y 1 - 

f ' cos(z) 



sin( 2 r„) 



(-D 



/n i 



Exercice IV. En utilisant les residus, calculer les inlegrales 



a) | 



suivantes : 

^-dz C:\z- /| - 2; 



sin(^z) _ | / (-i) n 

-t4 -4 ' 



=0 2 /j + 1 1 

_ jr_ 

- r 3 



(^) 2 " +l ) = ( 



00 H)" ( rr~\ 2H-3 



«0 2 / 1 -»-!! 



(nzY' 1 3 ) 



K 



3 



6z 



4- 

i • i < « 



Le point z — 0 est un pole d’ordre 3 entoure par la courbe: 



T<4 O 



f 



sin(7rz) 



,4 

Z 



_ /7T 

3 



b) | 



cosh(z) 
z^ - 3/z 



C : Izl = 1 . 



cosh(z) _ cosh(z) 
z 2 - 3/z z(z -3/) ’ 

La fonction admet un pole simples au point z = 0 entoure par C, 
La fonction admet pole simple au point z = 3 / non entoure par C. 

cosh(z) 



Res z .o = 



Donc, on a I = — 2ZL. 

J z 1 — 3/z 3 



(2-3/) J 



=0 



3 ’ 



C) f (z' + |)( 2 6 -z) ;C:W '• 

La fonction admet des pole simples au point z = ±/y entoure par C, 
La fonction admet un pole simple au point z = 2 non entoure par C. 



Res,_j_ = 

- i 



1 — 4z + 6 z 2 

( 2 2 + 40(2 - z) 



= - 1 , Re s,^_± = 



-J z*= 0 



f 



1 - 4z + 6 z 2 



1 — 4z + 6 z 2 
_ (z J + |)( 2 -z) 



z-0 



dz = — 47 T/. - Z n v (-1 - | ) 



c (z 2 + y)(2 “ 2 ) 

Exercice V. Determiner le developpement en serie de Fourier 
de la fonction periodique: 



M- 



i 



-1 



1 



- 2 < x < 0 
0 < x < 2 . 



J{x) = -^-(sin(-yx) + - 3 - sin(4^-;c) + -l-sinC-^-jc) + -^-sinC-^-*) + 
En deduire la somme de la serie 1 -3 + 5 - y + - 

*- l. XO - l - -§-0 -J + J - y + 4- - ...) 

jl - 1 _ i 4 _ j l + i_ 

4 3 5- 7 9 





